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Biens et paniers de biens

Nl La notion de bien

La microéconomie s'intéresse essentiellement 4 la production et a I'échange de biens. Elle
doit donc, avant toute chose, préciser ce qu’elle entend par «bien», surtout lorsqu’elle fait
appel aux symboles mathématiques (qui supposent des définitions précises, pour l'inter-
prétation des résultats obtenus).

Du point de vue de 'économiste, un bien est caractérisé par trois parameétres :
— ses propriétés physiques ;
— le lieu ou il est disponible {sa localisation) ;
~ la date a laquelle il est disponible.

Les propriétés physiques peuvent étre plus ou moins détaillées (« pomme», ou « pomme
golden», etc.); la prise en compte de la localisation permet d’envisager des questions telles
que le transport des marchandises d’un endroit & un autre ; la date de disponibilité joue un
rdle essentiel dés qu'on s'intéresse aux problémes de délais dans la production et, plus
généralement, a tout ce qui a trait a I'épargne et a I'investissement.

Afin de tenir compte de tous ces parametres, la quantité d’'un bien de type j disponible au
lieu I et a I'instant t peut — ou devrait ~ étre notée : qy,.

Toutefois, comme cette notation est particuliérement lourde, on se contente généralement
d’écrire g; au lieu de gy, I'indice i pouvant alors désigner, selon le probléme étudié, le type
de bien, sa locallsatlon ou la date ot il est disponible. Sur le plan mathématique, cette sim-
phf1cat10n n’a pas d'importance. Mais elle peut évidemment en avoir sur le plan écono-
mique, la différence entre deux types de biens disponibles « aujourd’hui » pouvant ne pas
étre de méme nature que la différence entre un bien disponible aujourd’hui et un bien dis-
ponible & une date ultérieure (en raison, notamment, de l'incertitude sur le futur).
D’ailleurs, une des principales caractéristiques de la concurrence parfaite (cf. fiche 6) est
de gommer cette différence - en supposant que les prix des biens futurs sont connus,
comme ceux des biens présents.

Fiche 1 - Biens et paniers de biens
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Il La notion de panier de biens

Dans une économie ot il y a n biens différents, éventuellement datés et localisés, on consi-
dére des paniers de biens de la forme :

gy,---,q5---,qp)
ol g; désigne une quantité du bien i (i = 1, ... ,n) ; il est généralement supposé que cette
quantité est positive ou nulle. Par la suite, on désignera par des majuscules les paniers de
biens (par exemple: Q = (qy,...,q;,.-.,q,).
Les paniers de biens & n éléments sont donc des vecteurs de IR", avec lesquels deux types
d’opérations sont possibles :
— la somme, qui consiste & additionner deux a deux les quantités des mémes biens ;
soit :
@990 +@1,-.90,-,9,) ={ay + a1,--,q; + 4,9, + q,),
le panier obtenu étant noté Q + Q', si @ = (q1,...,9},...,q,) ;
— Phomothétie, ou produit par un scalaire, qui consiste a multiplier par un méme
nombre (généralement positif) tous les éléments d'un panier de biens ; soit :

k(qlr"xqi""JQn) = (kq1:“':in;"'1kqn)
le panier obtenu étant noté kQ.

APPLICATION

Dans le cas ou il n’y a que deux biens, les opérations avec les paniers de biens peu-
vent étre représentées graphiquement, dans un plan cartésien. Ainsi, dans la figure
1.1, on a représenté les paniers :

Q=(12,0=B1,0+Q=43),2Q=(24)

A

v

Figure 1.1
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I Mélanges de paniers de biens

Les paniers de biens peuvent étre additionnés ou multipliés par un scalaire, mais ils peu-
vent aussi étre mélangés. Le panier:

1 1

—Q+=Q

2 2
formé en additionnant une moitié du panier Q et une moitié du panier @', est un exemple
de «mélange» des paniers Q et Q.
De facon plus générale, on appelle mélange des paniers Q et @ toute expression de la

forme:
AQ+(1-HQ
ol 4 est compris entre O et 1 (il en est donc de méme pour 1 - A).

L’ensemble des paniers de biens obtenus en mélangeant Q et Q' est représenté graphi-
quement par un segment de droite, qui joint Q & Q. La figure 1.2 donne un exemple de
représentation graphique d’un tel ensemble, dans le cas ou il n'y a que deux biens.

A

A

Figure 1.2

Contraintes linéaires sur les paniers de biens

En microéconomie, on rencontre souvent le cas ou les éléments de certains paniers de
biens sont soumis a des contraintes linéaires ; lorsqu'il n'y a que deux biens, celles-ci sont
de la forme:

(1.1) a1q; + axqy =G,
ay, ay et ¢ étant des nombres donnés (des parameétres).

Graphiquement, les paniers (g, go) qui vérifient (1.1) sont représentés par une droite qui
coupe 'axe des abscisses au point ¢/ay (si a; # 0) et celui des ordonnées au point ¢/a
(si ap # 0). Si gy # 0, on peut écrire (1.1) sous la forme :

(1.2) G=—Lg +c
az

Fiche 1 - Biens et paniers de biens
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La droite dont I'equation est (1.2) a pour pente —a;/a, ; elle est donc perpendiculaire au
vecteur (ay, a,). Ainsi, lorsqu’on représente graphiquement une droite dont I'équation est
de la forme (1.2), il peut étre utile de faire apparaitre ses coefficients directeurs a, et a,;
pour cela, on représente le vecteur (a;, a,), issu de ['origine, et perpendiculaire a la droi-
te, comme dans la figure 1.3. Réciproquement, la connaissance du vecteur des coeffi-
cients directeurs d’une droite et d’un point Q de celle-ci suffit pour la tracer (pour cela, on
éléve, a partir du point Q, la perpendiculaire au vecteur des coefficients directeurs).

A

a,

a;

A 2

a; C/al

Figure 1.3
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| Le consommateur:
—a I|'approche ordinale

Le consommateur — ou ménage — est une des unités de décision essentielles de la micro-
économie {l'autre étant le producteur). '

Il est caractérisé par sa dotation initiale et ses gofits.

La dotation initiale du consommateur est 'ensemble des ressources dont il dispose, pour
sa consommation ou pour faire des échanges. Pour un systeme de prix donné, la valeur
prise par la dotation initiale est le revenu du consommateur (ou sa richesse, si les biens
futurs sont pris en compte dans la dotation initiale).

Les gotits du consommateur sont décrits par sa relation de préférence, qui fournit un
classement des paniers de biens.

WA La relation de préférence

Une relation binaire 2> est une relation de préférence sur un ensemble de paniers de biens
si elle a les deux propriétés suivantes, quels que soient les paniers de biens Q, Q" et Q”:

- Q 2 Q (elle est réflexive) ;
-SiQ2QetQ 2 Q, alors Q2 Q (elle est transitive).

La premiere propriété (réflexivité) est triviale ; en revanche, la seconde (fransivité) est une
condition de cohérence (ou de rationalité) : si on préfére le panier Q au panier @', et si
celui-ci est préféré a Q”, alors il est « rationnel » — ou cohérent — de préférer Q a Q”.

Une relation ayant les propriétés 1 et 2 est, par définition, un préordre. Sil'ensemble des
paniers de biens qu'elle permet de classer est I'ensemble des paniers de biens possibles,
alors elle est un préordre complet (ou total).

Le modéle du consommateur suppose que sa relation de préférence est un préordre
complet: le consommateur peut classer tous les paniers de biens possibles, pris deux a
deux, et ce classement est cohérent (transitif).

Si la relation = est un préordre, et non un ordre, c’est parce qu’elle n’exclut pas que I'on
ait a la fois, Q 2 Q et @ 2 Q, sans que cela implique que Q = Q. Si deux paniers
différents Q et Q' sont tels que Q = Q et @ 2 Q, alors on dit qu’ils sont équivalents, ou
indifférents, pour le consommateur. Ce qu'on note :

Q~Qlul~Q

Fiche 2 - Le consommateur : I'approche ordinale
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Si un panier Q est préféré & un panier Q' sans lui étre équivalent, alors on dit qu'il lui est
strictement préféré, et on note Q 2 Q.

Nl Courbes d'indifféerence associées
a une relation de préférence

Dans le cas o les paniers ne comportent que deux biens (les quantités des autres biens
pouvant étre considérées comme fixées), on appelle courbe d’indifférence relative & ces
deux biens, et a un panier Q donné, la courbe qui relie les paniers de biens qui sont éequi-
valents & Q pour le consommateur. On note I, cette courbe.

APPLICATIONS

1. Soit un consommateur non fumeur qui aime les pommes (entiéres ou en mor-
ceaux). Dans un systéme d’axes ol il y a, en abscisses, des quantités de cigarettes
et, en ordonnées, des quantités de pommes, les courbes d'indifférence de ce
consommateur sont des droites paralléles a I'axe des abscisses (puisque le fait
qu'un panier comporte peu ou beaucoup de cigarettes laisse indifférent le
consommateur). Ce cas est décrit dans la figure 2.1a.

Dans le cas d’'un consommateur fumeur et qui n’aime pas les pommes, les courbes
d’indifférence sont alors des droites «verticales » (paralléles a I'axe des ordonnées).
Ce cas est décrit dans la figure 2.1b.

pommes pommes
'y A

cigarettes cigarettes

Figure 2.1a Figure 2.1b

Les cas 2.1a et 2.1b sont des cas extrémes ; en régle générale, il est supposé que
le consommateur apprécie tous les biens pris en compte dans sa relation de pré-
férence, comme dans I'application suivante.

2. Soit un consommateur pour lequel il est équivalent de consommer (boire} g litres
d'eau gazeuse ou q litres de limonade (eau gazeuse et limonade sont des substi-
tuts parfaits). Sa relation de préférence est donc telle que le panier (g4, g,) est
considéré comme équivalent au panier (g;, g5’} - ou 1 désigne I'eau gazeuse et 2
la limonade - si et seulement s’il comporte autant de liquide (eau gazeuse ou limo-
nade) que lui. Autrement dit :

{1, a2 ~ a1, 92) © g1 + g, = q1 + 5.

Microéconomie



Les courbes d'indifférence sont dans ce cas des droites dont la pente est égale &
-1, telles celles qui sont tracées dans la figure 2.2.

2

A

\ |

Figure 2.2

L'ensemble des courbes d'indifférence relatives a une relation de préféerence est appelé
carte d’indifférence. 1l résulte de la transitivité de la relation de préférence (condition de
rationalité) que deux courbes d’indifférence d’une méme carte d’indifférence n’ont pas
de point commun (elles ne se coupent pas).

Cette propriéte vaut pour les surfaces d’indifférence, qui sont I'équivalent des courbes
d'indifférence dans le cas ol il y a plus de deux biens.

I Les hypothéses usuelles sur Ia relation
de preference

A. Monotonie {ou non saturation)

La monotonie signifie que le consommateur préfére toujours « en avoir plus que moins »:
si on lui propose un panier @ plus fourni qu’un autre, Q, alors il opte pour . Ce qui
s'écrit :

(QI, = ql’"' 3 qr], = qn) = (Q]'_y aqr:) 2’ (ql"" 'an)’
la préférence étant stricte s'il existe au moins un bien i pour lequel g; > q; (1 ¥ =n).

La monotonie des préférences a pour conséquence que les courbes d’indifférence sont
décroissantes. Pour le prouver, considérons un panier quelconque Q = (g, qy) et la
courbe d'indifférence I sur laquelle il se trouve. Si on augmente de Ag; > 0 la quantité
de bien 1, alors on obtient le panier Q' = (g, + Aqy, g), qui est strictement préféré a Q
(en raison de la monotonie des préférences) et qui n’est donc pas sur I,. Pour « revenir »
a cefte courbe, il faut donc retirer du panier Q' une certaine quantité Aq, du bien 2; le
panier obtenu Q” étant en-dessous de @', la décroissance de I, s'ensuit. La figure 2.3
illustre ce qui vient d’étre dit :

Fiche 2 - Le consommateur : I'approche ordinale
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Figure 2.3

Une autre conséquence de la monotonie des préférences est que les paniers de biens qui
se trouvent au-dessus d’'une courbe d’indifférence donnée sont préférés aux paniers de
cette courbe {qui sont, eux, préférés aux paniers en-dessous de la courbe). Lorsqu'il y a
monotonie des préférences, toute courbe d’indifférence partage donc le plan (cadran posi-
tif) en deux parties : I'une («au-dessus » de la courbe) qui donne les paniers préférés a ceux
de la courbe, I'autre («en-dessous») ou se trouvent les paniers auxquels ceux de la courbe
sont préférés.

B. Convexité des préférences

Il y a convexitée des préférences lorsque les courbes d'indifférences sont convexes
(cf. fiche 26). Ce qui s’écrit, formellement :

Q~Q =2 +(1-NQ 2 QuQ), Vre0,1]
La convexité des préférences signifie donc que le consommateur préfére aux paniers équi-
valents Q et Q' le « mélange » formé par une fraction A du panier Q et la fraction 1 - A
du panier Q' (A étant compris entre 0 et 1). Elle traduit donc une « préférence pour les
mélanges » du consommateur (dans la figure 2.4, le « mélange » AQ + (1 = A)Q’ est stric-
tement préféré a Q et a Q: on dit que la convexité des préférences est stricte).

A

Figure 2.4

Microéconomie



C. Deésirabilité

Il y a désirabilité d’'un bien lorsque le consommateur préfére un panier comportant une
quantité, aussi petite que 1'on veut (mais non nulle) de ce bien a tout panier ne compor-
tant pas ce bien.

La traduction graphique de la désirabilité d’un bien est que les courbes d’indifférence sont
asymptotes a I'axe qui représente la quantité de ce bien.

Lorsqu'il y a désirabilité pour tous les biens et convexité (stricte) des préférences, alors les
courbes d’indifférence sont «de type hyperbolique », comme dans la figure 2.4.

D. Continuité

La continuité est une propriété qui intéresse surtout les mathématiciens, car elle intervient
lors de la déemonstration sur I'existence d’'une fonction d’utilité associée a la relation de
préférence du consommateur (cf. fiche 3). Elle dit que si tous les éléments d’une suite de
paniers de biens sont préférés a un panier de bien (quelconque) Q, et si cette suite conver-
ge vers un panier Q’, alors @’ est préféré a Q.

Le taux marginal de substitution

Un taux de substitution entre deux biens, relatif & un panier de biens Q donné, est un taux
d’échange qui permet de rester sur la courbe d'indifférence ot se trouve Q. Par exemple,
dans la figure 2.3, le rapport |Aqy/Aq; | est le taux de substitution entre les paniers Q et
Q", tous deux sur la courbe d’indifférence Io. Comme celle-ci est décroissante (on a donc
supposé qu'il y a monotonie des préférences), Ag, et Aq, sont de signes opposés ; c’est
pourquoi on prend la valeur absolue de leur rapport pour mesurer le taux de substitution
(il est plus pratique de raisonner avec des taux d'échange positifs).

Les taux de substitution dépendent donc du panier de biens de référence Q, mais aussi
des quantités échangées. Ainsi, dans la figure 2.5, aux deux accroissements Aq; et A°q,
correspondent des taux de substitution —Ag, /Aq, et —A°q,/A°q, différents (ces taux sont
mesurés graphiquement par la pente, au signe prés, des segments de droite joignant Q a
Q" eta Q.

Pour éviter le probléme de la multiplicité des taux d’échange en Q, on effectue un passage
a la limite, en faisant tendre Ax; vers 0, le nombre obtenu (s'il existe) étant alors appelé
taux marginal de substitution en Q et noté TMS, ,(Q). Graphiquement, le taux margi-
nal de substitution est donc donné par la valeur absolue de la pente de la tangente en Q
a la courbe d’indifférence sur laquelle se trouve Q.

On peut voir dans le taux marginal de substitution un taux d’échange, puisque c’est une
limite de taux d’échange, méme si la limite est une opération purement mathématique,
non accessible a l'intuition.

Lorsque les courbes d’indifférence sont convexes, donc lorsque le consommateur «aime
les mélanges», si un panier de biens comporte «peu» du bien 1 et (relativement) beaucoup

Fiche 2 - Le consommateur : I'approche ordinale



du bien 2, alors le consommateur est prét & céder (relativement) beaucoup de bien 2
contre un peu de bien 1: son taux marginal de substitution est élevé. Il diminue toutefois
au fur et & mesure que la quantité du bien 2 augmente, et que celle du bien 1 diminue (on
reste sur la méme courbe d'indifférence). Convexité des préférences et décroissance du
taux marginal de substitution sont donc des propriétés équivalentes.

Figure 2.5

APPLICATIONS

1. Si on reprend I'exemple du non fumeur qui aime les pommes, alors son taux mar-
ginal de substitution pommes-cigarettes est nul {le consommateur n’est pas dispo-
sé & donner une part de pomme, aussi petite soit-elle, pour obtenir une cigarette).

2. Dans le cas du fumeur qui n’aime pas les pommes, le taux marginal de substitu-
tion pommes-cigarettes est infini (le consommateur est prét & échanger un
nombre illimité de pommes contre une cigarette).

3. Dans le cas des substituts parfaits, eau gazeuse-limonade (figure 2.2), le taux mar-
ginal de substitution est égal a 1, quel que soit le panier envisagé.

10 Microéconomie .



Le consommateur:
I'approche par les
fonctions d'utilite

La relation de préférence permet de classer les paniers de biens : elle caractérise les gotits
du consommateur. Comme elle est, cependant, d’un maniement peu aisé, on cherche a
lui associer une fonction d’utilité, qui représente aussi ces golts, mais de facon plus
simple.

Une fonction d'utilité est une fonction — au sens mathématique — qui attribue a chaque
panier de biens un nombre (réel), dont on suppose généralement qu'il est positif. Les
nombres attribués doivent étre tels qu'ils respectent le classement opéré par la relation de
préférence ; si le panier Q est (strictenent) préferé au panier @, alors le nombre attribué
a Q doit &tre (strictement) supérieur & celui qui est attribué a (¥, le méme étant attribué a
des paniers équivalents {indifférents pour le consommateur).

Si on note U(-) une fonction d'utilité associée a la relation de préférence =, on doit donc
avoir :

Q2 Q  UQ=UQ)
Q~Q e UQ) =UQ)
Le nombre U(Q) est appelé utilité du panier Q.

APPLICATION

Soit un consommateur non fumeur mais qui aime les pommes, sans limite (cf. fiche 2).
Si g, désigne une quantité de pommes et g, une quantité de cigarettes, alors la fonc-
tion U(:) telle que :

Ulg1,92) = a1,
est une fonction d'utilité qui représente les goiits de ce consommateur {plus un panier
comporte de pommes, et mieux il est classé, quel que soit le nombre de cigarettes qu'il
comporte).

On remarque, cependant, que les fonctions qui associent au panier (q,,q) les réels
agy ou g%, avec a > 0, sont aussi des fonctions d'utilité qui représentent les golts de
ce consommateur. De facon plus générale, si () est une fonction numérique quel-
conque strictement croissante, alors la fonction composée fiUX(:)) classe les paniers de
biens de la méme maniére que la fonction d’utilite U(-}; AU(-)) représente donc la
méme relation de préféerence que U(-). Autrement dit, une infinité de fonctions d’uti-
lite peuvent représenter une méme relation de préférence ; elles se déduisent les unes
des autres par des fonctions numeriques strictement croissantes.

Fiche 3 - Le consommateur : ['approche par les fonctions d'utilité



Si on n'utilise les fonction d’utilité que pour classer les paniers de biens, alors on dit qu’'on
adopte un point de vue ordinal, comme avec la relation de préférence {que ces fonctions
ne font que représenter). Mais si on privilégie une fonction d'utilité particuliére parmi
toutes celles qui peuvent représenter la relation de préférence du consommateur, et si
on donne une signification aux nombres que cette fonction d'utilité attribue aux
paniers de biens {«plaisir», «satisfaction»,...), alors on dit qu'on adopte un point de vue
cardinal.

N Courbe d'indifférence et taux marginal
de substitution (TMS)

Etant donné une fonction d'utilite U(") et un panier de biens quelconque Q, la courbe d'in-
différence passant par Q, est formée par I'ensemble IOo des paniers de biens Q tels que:

(4.1) ulQ) = U(Qy).

Si on pose U(Qg) = Uy , alors on dit que le panier de biens Q tel que U(Q) = U, appar-
tient a la courbe d'indifférence de niveau U,

Comme les courbes d'indifférence représentent des paniers de deux biens, on a
Q = {g1,9y) et I'équation (4.1} s’écrit (en posant : U(Qy) = Uy : '
4.2) Ulg1,90) = U,

Cette égalité établit une relation entre les quantités q; et gy, dont la courbe d'indifféren-
ce est I'expression graphique ; relation qu'on notera g, = glq;) (g(") est donc la fonction
implicite relative & I'équation (4.2) - ¢f. fiche 26). En remplacant g, par g(q,) dans I'équa-
tion (4.2), celle-ci s’écrit :

(4.3) Ulay,glgy)) = U,

La figure 3.1 illustre ce qui vient d’étre dit :

g2 = glqy)

q
Figure 3.1

12  Microéconomie



En dérivant (par rapport & q;) les deux membres de (4.3) , il vient (cf. fiche 26, «dériva-
tion en chaine»}:

U a1,9(a1)) + Ug,lg1.8la1)) X gla,)=0
et donc, en tenant compte de ce que g, = glg,), et en supposant qu(ql,qz) #20:

U
(44) : g’((h) _ ?1 (QI’QZ) '
(qlqu)

Or, on a vu dans la fiche 2, que la dérivée g’(g;) — pente de la tangente en Q = (g4,99) &
la courbe d'indifférence — donne par définition (au signe prés), le taux marginal de sub-
stitution en Q du bien 2 relativement au bien 1 (taux noté TMS, 7). i résulte donc de
cette définition et de la relation (4.4) que:

Ug, (91,92
(4.5) TMSy1 (g1,gp) = e

Uy, (91,92

Comme le taux marginal de substitution est une notion ordinale — propre aux courbes d’in-
différence —, qui ne dépend donc pas de la fonction d'utilité retenue pour représenter la
relation de preference du consommateutr, I'égalité (4.5) est valable — elle donne toujours
le méme nombre — quelle que soit la fonction d’utilité U() retenue pour représenter
la relation de préférence.

Dans le cas général, ot il y a n biens, on a de la méme fagon pour une fonction d'utilité
U(:) dérivable et & dérivées non nulles en Q:

Y@y,
4 U@

La dérivée partielle Uy (Q) est appelée utilité marginale du bien i, pour le panier de biens
Q. Le taux marginal de substitution entre deux biens est donc obtenu en faisant le rapport
de leurs utilités marginales.

™S, (Q =

Il Propriétés de Ia fonction d'utilité deduites de
celles de Ia relation de preféerence

A. Monotonie

U(-) est une fonction strictement croissante par rapport a chacune de ses variables. Dans
le cas ol la fonction d'utilité est dérivable, la monotonie signifie que ses dérivées partielles
(utilités marginales) sont strictement positives.

B. Convexité des préférences

Dans le cas ol une fonction d'utilité U(-) représente une relation de préférence convexe,
alors on a: :

UIQ) = UQ) = (UGQ + (1 - 3Q) 3 UQ)= UQ), Vae [0,1).

Fiche 3 - Le consommateur : 'approche par les fonctions d'utilité
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On dit d’une fonction d'utilité qui a cette propriété qu'elle est quasi concave. La quasi-
concavité signifie donc que le consommateur «aime les mélanges» (cf. fiche 2).

§ APPLICATIONS

1. La relation de préférence représentée par la fonction d'utilité U(-) - dite de Cobb-
Douglas — définie par :
Ulq1.q92) = 91°q,P, avec a> 0, > 0,

peut aussi étre représentée par les fonctions V,(-) définies par:
Vila1,92) = [Ulgy,92)1F (= g1%%g,*h), k > 0,
ou par la fonction WA-) définie par (pour q; > 0, g, > 0):
Wlq1,q5) = In Ulgy,95)
= alng; + fing,
puisque les fonctions « puissance k» (avec k > 0) et «logarithme népérien» sont
strictement croissantes.
La fonction WA:) est dite «loglinéaire », car c’est une fonction linéaire par rapport
aux logarithmes des variables considérées.

Comme la fonction U(:) est strictement croissante par rapport & chacune de ses
deux variables, elle est monotone ; ses courbes d’indifférence sont donc stricte-
ment décroissantes.

Elles sont, en outre, de type hyperbolique (convexes et asymptotes aux axes); en
effet, comme la courbe d'indifférence relative a une utilité Uy quelconque vérifie
par définition I'équation :

q1°q5P = Uy
il s’ensuit qu’on a (pour g; > 0):
U,V8
qz = s
q1 B

La figure 3.2 donne le graphe d’une fonction de ce type, convexe et asymptote
aux deux axes.

N TR S R

Figure 3.2
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Le calcul du taux marginal de substitution, rapport des utilités marginales, est le
plus simple avec la fonction d'utilite W{-), dont les dérivées sont o/q, et B/g,. On
a donc, dans le cas présent, pour gy # 0:

aq
TMS, /1 {91.92) = _,B?z

Lorsqu’on parcourt une courbe d’indifférence de gauche a droite, q; augmentant
de 0% & +oo, le taux marginal de substitution décroit, de +e & 0.
2. Soit la fonction d'utilite U() définie par: '
Ulgnas) = g1 +gf, 0<a<1l,0<B<1
Cette fonction est additivement séparable, ce qui implique que ['utilité margina-
le de chaque bien (ag;*! pour le bien 1 et Sg,# 1 pour le bien 2) ne dépend que
de la quantité consommeée de ce bien. Ces utilités marginales sont strictement
décroissantes, du fait quon suppose 0 < ¢ < let0 < < 1.
U(-) étant une fonction strictement croissante par rapport a g; et a g5, les courbes
d’indifférence sont strictement décroissantes.
Le taux marginal de substitution, TMS, 4(q;,q2), rapport des utilités marginales,
est égal & (pour g, # 0):
oq la—l

o

Comme 0 < o< 1 et comme 0 < < 1, il décroit de +< a 0 lorsque q; augmente
de 0+ a +. Les courbes d'indifférences sont donc convexes. Elles ne sont toute-
fois pas asymptotes aux axes ; en fait, elles leur sont tangentes aux points ou elles
les touchent. La figure 3.3 donne un exemple d’un tel type de courbe d’indiffe-
rence.

I»
>

Uy-gD)™"

—»1

Figure 3.3
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4 Producteur et fonction
de production

Le producteur ~ ou I'entreprise — est caractérisé par un ensemble de production, cata-
logue des techniques dont il peut disposer (ou dont il dispose). A partir de I'ensemble de
production, on définit la fonction de production, qui associe & chaque panier d'inputs
(travail, matiéres premiéres, «services» fournis par les équipements, etc.) la quantité
maximum de produit qui peut étre obtenue a partir de ces inputs, & condition de choisir
la technique la plus appropriée de I'ensemble de production. Si f{-) est une fonction de
production et si Q = (qy,...,q,) est un panier d'inputs, alors q = f(q;,...,q,) donne, par défi-
nition, la quantité maximum de produit qui peut étre obtenue a partir de Q.

Si la fonction de production est dérivable, alors on appelle productivité marginale du
i-eme input sa dérivée partielle par rapport a sa i-me variable. Soit :

productivité marginale en Q de I'input i : ft;’,(Q).
En régle générale, on suppose que les productivités marginales sont positives — une aug-

mentation de la quantité d’un input quelconque entraine une augmentation de la produc-
tion ~ et décroissantes, ce qui s'écrit :

f;i ()>0 i=1,..n
fal) <0 i=1..n

HE Isoquantes

La notion d'isoquante est I'équivalent, dans la théorie du producteur, de celle de courbe
d'indifférence, dans la théorie du consommateur {cf. fiche 2). Dans le cas ot il n'y a que
deux inputs, notés 1 et 2 (les quantités des autres inputs pouvant étre considérées comme
fixées), I'isoquante relative & la production q est donc formée par 'ensemble des paniers
d’inputs (q;,99) tels que :

\ fla1.92) = q.

A partir de la notion d'isoquante on définit celle de taux marginal de susbstitution (TMS)
entre deux inputs {comme on le fait & partir de la notion de courbe d'indifférence): c'est
un taux d'échange entre inputs qui permet de maintenir, tout au plus et en utilisant les
techniques appropriées, la quantité produite {en restant sur la méme isoquante). Si la fonc-
tion de production f{-} est dérivable, avec des productivités marginales strictement posi-
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tives, alors le taux marginal de substitution entre input 2 et I'input 1, au panier Q =
(g1,95), est donné par le rapport de ces productivités marginales, en Q. Soit :

.f’ (q]_an)
TMS, 4(q1,90) = -2——-
' S fqz(QpQQ)

Si ce taux décroit lorsqu'on parcourt de gauche a droite une isoquante, alors celleci est
convexe. Un cas limite est celui ot les isoquantes sont des droites ; on dit alors que les
inputs sont des substituts parfaits, le TMS étant constant, quel que soit le panier d’'inputs
consideéré. La fonction de production est, dans ce cas, de la forme: flg;,q0) = ag;+ bq,,
aveca>0etb>0.

Un autre cas limite est celui ou les isoquantes sont «en L » (elles sont formées de deux
demi-droites paralléles aux axes); on dit alors que les deux inputs sont strictement com-
plémentaires. La fonction de production est, dans ce cas, de la forme: flg;,q;) = min
{a/qy, b/q,), aveca >0 et b > 0.

Dans la figure 4.1, on a représenté ces deux cas limites, 4.1a et 4.1c, et un cas intermé-
diaire, 4.1b.

Figure 4.1a Figure 4.1b Figure 4.1c

Une condition suffisante pour que les isoquantes soient convexes, dans le cas d’une fonc-
tion de production de classe C2, est que les productivités marginales soient décroissantes
(soit fg2(-) < 0) et que la dérivée seconde croisée fq ,q,»(’) soit strictement négative.
Lorsque la fonction de production est homogeéne (de degré k), les productivités marginales
sont aussi homogeénes (de degré k-1) ; par conséquent, ses taux marginaux de substitution
(TMS) - rapports de productivités marginales —, sont homogenes de degré 0 (puisque
£, (arag/f,, (Gay Agy) = XL £, (a1,a/A £, (@102 = £, 1,99/f,, (a1,95). On a
done, en particulier: TMS, 1(Agq,Agy) = AYTMS, 4(q1,90) = TMS,1(q;1,g2). D'ol, en
posant A = 1/g, (et en supposant g, # 0} :

TM52/1(Q1,Q2) = TMSZ/I(%’I)'
2

I s’ensuit que le TMS en un panier quelconque d’une fonction de production homogene
ne dépend que du rapport g;/g,, donc de la pente de la droite joignant ce panier a 'ori-
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gine. Autrement dit, le TMS est le méme le long de tout «rayon» issu d’origine, comme
dans le cas décrit dans la figure 4.2 (les isoquantes sont alors homothétiques).

A

\ 4

Figure 4.2

Il Les rendementsrd'échelle

La notion de rendements d’échelle apparait dés qu’on s'intéresse aux effets sur la pro-
duction d’une variation simultanée et dans la méme proportion de tous les inputs. La
nature des rendements d’échelle se détermine en comparant le taux de croissance des
inputs, noté A {en supposant A > 1), au taux de croissance de la production, fAAQ)/f(Q) (en
supposant f(Q) # 0). Ce qui revient a étudier le signe de la différence entre ces deux taux,
fAQY/AQ) - 4, et donc le signe de la différence fIAQ) — AAIQ) (puisque la production f(Q)

ne peut qu’étre positive). Ainsi, on dit que :
— les rendements d’échelle sont croissants en Q si {AQ) — Af(Q) > 0, pour tout A> 1;
~ les rendements d’échelle sont constants en Q si f{AQ) -~ AfiQ) = 0, pour tout 1> 1;
— les rendements d’échelle sont décroissants en Q si fiAQ) - A(Q) < 0, pour tout A> 1.

Un cas ol la détermination des rendements d’échelle est particuliérement simple est celui
ou la fonction de production est homogéne de degré k (c’est-a-dire, o on a fAQ) =
A*f(Q), pour tout A > 0). En effet, dans ce cas, et ce quel que soit Q:

— les rendements d’échelle sont croissants si k > 1;
- les rendements d’échelle sont constants si k = 1:
— les rendements d’échelle sont décroissants si k < 1.

Si la fonction de production est strictement concave (cf. fiche 26), alors ses rendements
d’échelle sont décroissants ; si elle est, en outre, dérivable, alors ses productivités margi-
nales sont aussi strictement décroissantes. Une condition suffisante pour qu'une fonction
"de production de classe C2 a deux inputs soit strictement concave est que ses producti-
vités marginales soient décroissantes (ﬂz’f ()< 0,i=12) etque:

fre ) £ ()= £, O > 0.
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Im Elasticité de substitution

Le taux marginal de substitution donne la valeur absolue de la pente d’une isoquante;
dans le cas d’une fonction de production homogéne, nous avons vu que ce taux ne
dépend que du rapport entre les quantités des deux inputs considérés (leur part relative).
L'élasticité de substitution est un indicateur de la fagon dont cette part relative varie le
long d’une isoquante, dont la pente est donnée — au signe prés — par le TMS. Il est sur-
tout utilisé lorsque les inputs sont le «capital», K, et le travail, L. Comme, en concurren-
ce parfaite (cf. fiche 6), le choix du producteur est tel qu'il égalise ses taux marginaux de
substitution aux rapports des prix (cf. fiche 12), I'élasticité de substitution capital-travail est
alors un indicateur des variations du capital par téte k = K/L en fonction de celles du prix
relatif du travail et du capital. On la note o(k).

En retenant la notation (K,L} pour les inputs, on a donc, en posant tms{k) = TMSy; (k,1)
(la fonction de production étant homogeéne, le TMS l'est aussi, et de degré 0, de sorte que
TMSy (K,L) = TMSy (K/L,1) = TMSy;, (k,1)):

olk) = lim Ak /K

[4.1]
atmsiiy » 0 Atms(k) / tms(k)

D'ou, en réarrangeant les termes du rapport qui se trouve dans le membre de droite de
(4.1) et en passant a la limite :

o tms(k) 4
o) =m0 THiatmsl / AR 42l
_ tms(k)
k X tms'(k}

APPLICATIONS
1. Soit la fonction de production dite «de Cobb-Douglas»:

f(q1’q2) = qlanB, o> 0, ﬂ> 0.

Cette fonction est homogene de degré o + 8 ; ses rendements d’échelle sont donc
décroissants, constants ou croissants selon que o + f est inférieur, égal ou supé-
rieur & 1.

Ses productivités marginales sont :
fa, (@1,a9) = 0y aP et f; (g1.92) = Bai%q”?
Elles sont décroissantes si et seulement si a> 1 et > 1.

Comme son taux marginal de substitution, f; (q1,93)/. f&z(%yQ?.)’ est égal a oqo/Pa,
il décroit de +e a 0 lorsque gy croit de 0% & +eo; les isoquantes sont donc
convexes et asymptotes aux axes (elles sont «de type hyperbolique »).

Fiche 4 - Producteur et fonction de production
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Pour calculer I'élasticité de substitution de cette fonction de production (qui est
homogeéne), on se sert de la formule (4.2), en posant 4,/9, = k. On a alors tms(k)
= a/kp, et donc tms’k) = —a/k2B. D’od, en remplacant dans (4.2):

olk) = — /KB __,
kX(a/kZp
L'élasticité de substitution est donc constante (elle est la méme, quel que soit le
panier d’'inputs considers).

Selon le signe de o + B - 1, le graphe de la fonction fi:} a 'une des formes sui-
vantes :

-

- -

a+h8=1
Figure 4.3

a+hB<l a+l8>1

2. Soit la fonction CES (pour constant elasticity of substitution) f(-) définie par la
formule :

flq1.99) = (eqy? + g AP avec 2> 0, B> 0et 0 <p <l.

On vérifie immédiatement que c’est une fonction homogéne de degré 1 (donc, a
rendements d’échelle constants).

Lorsque p = 1, elle est linéaire : ses isoquantes sont des segments de droite de
pente —o/f. Le taux marginal de substitution est le méme, quel gue soit le panier
d'inputs considéré : ses inputs sont des substituts parfaits.

Lorsque p tend vers 0, la fonction CES tend vers la fonction de Cobb-Douglas,
étudiée plus haut.

Ses productivités marginales sont :
fa, (@1,a2) = (0q1P + ParY1/P-1 (og,1)

f,,a1.a2) = (aqy? + PapPY/PHL (Bgp),

Elles sont donc décroissantes (dans le cas ot 0 < p < 1, ce qu'on suppose ici).
Pour des paniers d'inputs aux éléments strictement positifs, le taux marginal de
substitution entre les inputs 1 et 2 est donné par le rapport de ces productivités
marginales. D’ot:

et:

og,P!
Baz
" Pour 0 < p < 1, ce taux décroit de +e & 0 lorsque g, augmente de 0+ & +oo: les

isoquantes sont strictement convexes et asymptotes aux axes {elles sont de type
hyperbolique).

TMS;1(q1,92) =
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5 Le probléme de I'echange

Le consommateur qui dispose d’un certain nombre de ressources — sa dotation initiale
(cf. fiche 2) — va chercher & augmenter sa satisfaction a travers I'échange avec les autres
agents économiques. Le producteur aussi (I'échange portant ici sur 'output et les inputs).
Une des hypothéses essentielles de la microéconomie est que les échanges se font sur la
base du volontariat (les institutions garantissent qu’on ne peut forcer quelqu’un a faire des
échanges, s'il ne le désire pas).

Cette hypothése ne suffit cependant pas & déterminer le taux auquel les échanges vont
s'effectuer. Elle implique, tout au plus, l'existence d’un seuil supérieur et d’un seuil infé-
rieur entre lesquels se situent les taux acceptables par les parties en présence. Comme les
faux acceptables sont, en général, trés nombreux (une infinite, en fait), le modéle de
I'échange concu comme un face-a-face entre individus est indéterminé (il n'y a pas un taux
unique qui s'impose a tous comme allant de soi).

1 étude du cas le plus simple possible, celui d’'une économie ot il n'y a que deux consom-
mateurs et que deux biens, et ot les échanges sont volontaires, permet de voir ot se situe
le probléme, et d'introduire la notion de courbe de contrat.

HE Le cas ou il y a deux biens et deux agents

Soit deux consommateurs, A et B, dont les goits sont caractérisés par les fonctions d'uti-
lite Ux() et Ug(), et qui ont pour dotations initiales Q° = (x°4,¥°4) et Q% = (x°, v°g).

Des échanges volontaires ne se feront que sur la base de taux acceptables par les deux
parties, qui leur permettent d’augmenter leur utilité — & partir de son niveau initial, U(Q°)
pour A, Ug(Q°) pour B. Or comme, par définition, le taux marginal de substitution (TMS)
fixe un seuil (supérieur ou inférieur) au taux que peut accepter un individu

(cf. fiche 2), il s’ensuit que les taux d’échange acceptables par A et par B sont compris
entre le TMS de A en Q°4 et le TMS de B en Q°.

Pour fixer les idées, supposons que:

Q°% =(7,18), TMSA ,(7,18) = 2
et:

Q% =(13,4), TMSE ,(13,4) = 1/3.

v/x

Fiche 5 - Le probléme de I'échange
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A deétient donc un panier relativement bien fourni en y; d’ot un TMS de y en x relative-
ment élevé : A est prét a céder jusqu’a deux unités du bien y contre une unité du bien x ;
il accepte donc tout taux d’échange entre y et x inférieur a 2. De son cété, B détient un
panier relativement fourni en x; d’ott un TMS de y en x relativement faible : B est prét a
accepter au moins 1/3 d'unité du bien y contre une unité du bien x; il accepte donc les
taux d’échange de y en x supérieurs & 1/3.

Ainsi, A et B acceptent tout taux d’échange de y en x cdmpris entre 1/3 et 2. De facon
plus générale, on a, si TMSE Q%) < TMSA, Q%)

TMSB,,{Q°%) < taux d’échange de vy en x acceptable par A et B < TMSA,,(Q°%).

On dit que les taux marginaux de substitution donnent les taux de réserve respectifs de
A et de B; les taux de réserve constituent donc des seuils pour les taux d’échange accep-
tables par les deux parties en présence.

Le diagramme d’Edgeworth fournit un moyen simple pour décrire la situation; il est
d'ailleurs souvent utilisé par le microéconomiste pour illustrer les problémes liés a I'echange.

Il Le diagramme d’'Edgeworth

Figure 5.1

Le principe du diagramme est simple : on considére un rectangle dont un des cétés a une
longueur égale a la quantité totale disponible du bien x {7 + 13 = 20 dans notre exemple),
la longueur de l'autre étant égale a la quantité totale du bien y (18 + 4 = 22). Les deux
cOtes issus de O, forment un systéme d’axes sur lequel sont données les quantités de biens
détenues par A, les deux c6tés restants, issus du sommet Op, formant un autre systéme
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(crenversé»), sur lequel sont données les quantités de biens détenues par B. Dans la
«boite» constituée par ces deux systémes d’axes, les dotations initiales Q°4 = (q°a1, q°a2)
et Q% = (q°s, q°sp) sont représentées par le méme point (noté Q° sur le graphique). Si
on trace les courbes d'indifférence passant par ce point, et si les TMS de A et de B y sont
différents, alors des échanges mutuellement avantageux sont possibles. N'importe quel
point qui se trouve entre les deux courbes d'indifférence — de A et de B — qui passent par
Q° (région grisée du diagramme) peut étre le résultat de ces échanges, le point atteint
dépendant des taux d’échange effectivement utilisés (ainsi, dans la figure 5.1, le passage
du panier Q° au panier M peut étre fait au taux donné par la valeur absolue de la pente
du segment de droite Q).

Il La courbe des contrats

Parmi tous les paniers de biens, il y a ceux ou le processus d’échange s'arréte, car les taux
de réserve des deux individus y sont égaux. Si, dans le diagramme d’Edgeworth, on relie
entre eux ces paniers de biens, on obtient généralement une courbe. On appelle celle-ci
courbe des contrats, car des individus rationnels ne peuvent s’accorder (et donc «établir
un contrat » entre eux) que sur un des points de cette courbe, aprés avoir épuisé toutes les
possibilités d’échanges mutuellement avantageux (courbe XY de la figure 5.2).

Figure 5.2

Retenir les seuls points de la courbe des contrats, et les taux d’échange correspondants,
restreint le nombre de situations possibles. Toutefois, comme la courbe des contrats com-
porte une infinité de points, I'indétermination demeure : le microéconomiste ne peut dési-
gner un taux d’échange, et une réaffectation des ressources, qui serait «le» résultat du
modéle. Il peut seulemnent dire que si les indidus sont rationnels, un point de la courbe XY
sera choisi, A cherchant & ce qu'il soit le plus proche possible de Y, et B, de X.

Pour lever I'indétermination, il faut donc rajouter d’autres ingrédients au modéle. C'est ce
que fait, par exemple, le modéle de concurrence parfaite, qui suppose qu'il existe une
entité extérieure qui affiche des prix ~ et donc des taux d’échange —, prix acceptés par
tous comme base des échanges (cf. fiche 6).
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§ APPLICATION
- On suppose que la relation de préférence de A est représentée par la fonction d’uti-
¢ lite Uy() telle que :

UA(qbQZ) = {199

Uglgy,a0) = 2 Wﬂﬂ + gg.

Dans I'un et l'autre cas, les courbes d’indifférence associées sont convexes, comme
dans les figures 5.1 et 5.2,

On détermine la courbe de contrat en égalisant les taux marginaux de substitution de
A et de B. Pour A, ce taux — rapport des utilités marginales — est égal a g»/q;, tan-
dis que pour B il est égal & 1/+/q;.

La courbe de contrat a donc, en distinguant par des indices appropriés les quantités
détenues par A de celles qui le sont par B, pour équation :

(5.1) a1
914 +/a1

Comme la quantité totale disponible de chaque bien est donnée, g, pour le bien 1 et
gy pour le bien 2, alors on a les deux équations supplémentaires :

{QIA+Q13=QI

celle de B étant telle que :

Q2a + Q2 = Q3

Comme on est en présence d'un systéme de trois équations & quatre inconnues, celles-
ci sont liées. Pour déterminer la courbe de contrat, on cherche le lien entre q;, et gy,
Ce qui est immédiat ici (du moins lorsque g4 < q4), puisqu'il suffit pour cela de faire
418 = 91 — g1, dans 'équation (5.1). Soit :

914

qQoa =7
A Va1 — 14

C'est I'équation de la courbe de contrat {pour I'ensemble des dotations initiales), cour-
be qui est représentée dans la figure 5.3 (ot on a supposé que g, =g, = 10).

Op
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Figure 5.3

i
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6 La concurrence parfaite

On a wu dans la fiche précédente qu'il ne suffit pas que les individus veuillent faire des
échanges (mutuellement avantageux) pour que les taux auxquels ces échanges s’effectuent
soient déterminés, c'est-a-dire uniques. Il v a multiplicité des taux acceptables, chacun
ayant des taux qu'il préfére, car ils lui sont favorables (mais non aux autres).

La facon la plus courante, en microéconomie, de lever I'indétermination qui résulte de la
multiplicité des taux d’échange acceptables consiste & supposer une forme d’organisation
sociale particuliére, la concurrence parfaite, dont une des caractéristiques importantes est
Pexistence de prix affichés (un prix par bien), prix qui sont connus et acceptés par tous
(le taux d’échange entre deux biens étant alors donné par le rapport de leurs prix).
Autrement dit, les agents économiques s'en remettent & une entité extérieure — car non
impliquée dans les échanges — qui propose des taux uniques, sur la base desquels chacun
prend sa décision. Celle-ci est d’ailleurs grandement facilitte par cette hypothése, les

agents n’'ayant plus 3 marchander, dans les limites imposées par leurs taux de réserve
(cf. fiche 5).

L’hypothése d'unicité des prix n'est pas la seule qui caractérise la concurrence parfaite ;
celle-ci porte aussi sur les institutions qui régissent les relations entre agents, sur l'infor-
mation dont ils disposent et sur leurs comportements. :

HH Les hypothéses d'ordre institutionnel :
un systéme tres centraliseé

A. Une entité qui fixe les prix et en informe
les agents économiques

L'unicité des prix et le fait que tout le monde en soit informé supposent qu'il existe un
«centre» qui affiche les prix et qui les fait connaitre aux agents économiques. L'image
habituellement retenue est celle d’'un commissaire-priseur, tels ceux qui procédent a des
ventes aux enchéres (Walras parlait de prix «criés», en pensant a la Bourse). Néanmoins,
une représentation plus appropriée de la situation décrite par le modéle de concurrence
parfaite est celle d'un réseau, du type minitel ou internet, auquel tous les agents sont bran-
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chés, avec un serveur central - un super ordinateur — qui affiche un prix par bien, prix sur
la base duquel les ménages et les entreprises font leurs calculs (déterminent leur offres et
leurs demandes). Le point essentiel, c’est que chacun accepte les régles du jeu, c’est-a-dire
qu'il prend pour référence les prix affichés (sur son écran) par le super-ordinateur, sans
chercher a proposer d'autres prix ou & nouer des relations bilaterales, «directes», avec
d’autres agents. Tout doit passer par le «centre», qui assure que les conditions dans les-
quelles & lieu la «compétition» soient les mémes pour tout le monde.

B. Des offres et des demandes individuelles
regroupées centralement

Sur la base des prix affichés, et seulement sur cette base, les ménages et les entreprises
formulent des offres et des demandes, de biens, de travail, etc., qu'ils transmettent & I'en-
tité centrale (en se servant, par exemple, de leur minitel ou de leur ordinateur personnel).
Ces offres et ces demandes sont alors additionnées et confrontées globalement par I'enti-
té centrale (le super-ordinateur, par exemple) qui peut donc voir si elles sont compatibles
(c’est-a-dire, si elles peuvent étre globalement satisfaites). Si elles le sont — ce qui n’est
sirement pas le cas si les prix affichés le sont au hasard ~, alors on dit qu'il y a équilibre
de concurrence parfaite.

La recherche de I'équilibre de concurrence parfaite nécessite donc que les offres et les
demandes individuelles soient centralisées et regroupées. C'est cet aspect institutionnel du
modéle qui justifie le fait qu’on puisse écrire I'égalité :

di(P) = Zdij(P);
i

qui signifie que la demande globale du bien i aux prix P, d{P), est obtenue en additionnant
les demandes individuelles d;{P) ('indice j représentant ici les individus, ménages ou entre-
prises).

Si on note s{) les fonctions d’offre, on a de méme :

s(P) = XsifP).
}

La recherche d’un prix d'équilibre passe alors par la confrontation des offres et des
demandes globales, s(-} et d(-). Ce que peut faire I'entité centrale (le super-ordinateur).

C. Un systéme complet de marchés

Aux deux hypothéses précédentes, s’en rajoute une troisiéme, également d’ordre institu-
tionnel; elle postule I'existence d’un systéme complet de marchés. On entend par la qu'il
existe un prix affiché pour tous les biens qui interviennent dans les fonctions d’utili-
té des ménages et dans les fonctions de production des entreprises. Comme, parmi
ces biens, il y en a qui sont des biens futurs (en régle générale, les ménages et les entre-
prises répartissent dans le temps leur consommation et leur production), I'hypothése sur
lexistence d’un systéme complet de marchés implique que les individus ont la possibilite
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d’acheter ou de vendre des biens livrables & n'importe quelle date future (dans le cadre de
I’horizon temporel défini par le modéle).

Cette hypothése permet d’éliminer toute incertitude au moment de la prise de décision,
ce qui simplifie énormément celle-ci {disparition des comportements spéculatifs, ou de
précaution, comportements difficiles a8 modéliser). Comme les agents choisissent d’'une
fois pour toutes, et en connaissance de cause, leurs consommations et leurs productions
présentes et futures, le temps devient inessentiel (il est une caractéristique des biens, parmi
d’autres, sans plus). Le modéle de concurrence parfaite n'y fait donc pas référence - sauf
lorsque le modélisateur s'intéresse & la dimension intertemporelle des choix individuels

(cf. fiche 18).

Dans un monde sans incertitude, tel que le suppose I'hypothése sur le systéme complet
de marcheés, la dotation initiale d’'un ménage est formée de biens présents ou futurs, dont
les quantités, (g;°,..., g,), sont connues dés I'instant initial (celui ot le ménage prend sa
décision, pour toute sa vie); aux prix P = (py,...,p,), la valeur p1q,° +... + p,q,° de sa
dotation initiale représente sa richesse (alors que son revenu a une période donnée est
égal a la valeur de sa dotation a cette période).

I Les hypotheses sur les comportements

Les individus sont supposés étre rationnels, ce qui signifie qu'ils cherchent & maximiser
leur fonction-objectif (utilité ou profit), compte tenu des contraintes qu'ils subissent (res-
sources limitées, techniques existantes) et de l'information dont ils disposent. Les res-
sources sont données par les dotations initiales, les techniques par les ensembles de pro-
duction. Reste I'information, sur les tatux d’échange ou sur ce que peuvent faire les autres.
En concurrence parfaite cette information se réduit — par hypothése - aux prix affichés.
Plus précisément, le modéle suppose que les agents prennent leurs décisions sur la base
de la seule information donnée par les prix, et qu'ils ne cherchent pas a en savoir plus (ce
qui n’est pas vraiment rationnel...). lls ne tiennent donc pas compte des effets que peu-
vent avoir ces décisions sur le comportement des autres, ou sur les prix. En outre, ils pen-
sent — ou ils croient — que leurs offres et leurs demandes peuvent étre satisfaites, aux prix
affichés (ils font donc comme si ces prix étaient d’équilibre — en rendant compatibles les
décisions prises séparément par chacun d’eux). On dit, & propos de cette croyance, que
les agents ont des conjectures concurrentielles.

On résume parfois 'ensemble des hypothéses concernant le comportement des agents en
concurrence parfaite en disant que ceux-ci agissent en «preneurs de prix» (price takers).
A quoi s’ajoute une justification : un tel comportement est compréhensible (du point de
vue de la rationalité) si, pour chaque bien, il y a un «trés grand nombre», d’offreurs et de
demandeurs, tous étant «trés petits», au point d'étre «négligeables», tels des
«atomes noyés dans la masse». Bien qu'évocatrices, ces formulations donnent une idée
vague, et en bonne partie fausse, des comportements individuels, tels que les suppose le
modeéle de la concurrence parfaite. Ainsi, elles laissent dans I'ombre le role, essentiel, des
croyances (conjectures) des agents au moment de la prise de décision ; un agent rationnel,
méme s'il est «trés petit» («un atome»), doit — ou devrait — se poser la question de la pos-
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sibilité qu'il aura d’acheter — ou de vendre - effectivement les biens prévus dans son plan
(qui est établi sur la base des prix affichés, et des ressources — et des techniques — dispo-
nibles). Il doit — ou devrait - s'interroger aussi sur la facon dont les autres peuvent réagir
a la situation existante, puis prendre sa décision en conséquence.

Un tel comportement est toutefois trés difficile & modéliser; il dépend en outre des
croyances de chacun sur ce que feront les autres, croyances imbriquées et fluctuantes, et
donc pratiquement impossible & saisir. C'est pourquoi le modéle suppose des conjectures
concurrentielles, malgré leur évidente «naiveté » (pour ne pas dire leur irrationalité) ; avec
de telles conjectures, le choix des agents est radicalement simplifié. On retrouve la prin-
cipale justification des hypothéses de la concurrence parfaite : simplifier au maximum le
probléme des prises de décision individuelles, ainsi que celui de leur coordination.

i APPLICATION

On consideére un consommateur qui a une dotation initiale Q° = @,°---» g, ot les
indices 1,..., n peuvent désigner des biens présents ou des biens futurs. Aux prix affi-
chés P = (py,...,p,), la richesse R du consommateur est égale a la valeur de sa dota-
tion initiale, pyq,°+...+ p,q,°; les paniers de biens {gy,...,q,) parmi lesquels le
consommateur fait son choix doivent donc vérifier la contrainte budgétaire :

P11t - + PGy <P1g1°+ ... + pog,°

En concurrence parfaite, les prix qui interviennent dans cette inégalité sont donnés ;
en outre, le consommateur croit qu’ils sont indépendants des quantités de biens,
seules variables sur lesquelles il pense pouvoir agir. Pour lui, la contrainte budgétaire
(lorsque n = 2), est du type de celle qui a été tracée dans la figure 6.1 (oU: P = (1,2),
Q°=(42)etot,donc R=1X 4 + 2 X 2 = 8): les axes donnent les quantités de
biens (variables sur lesquelles porte le choix), la pente de la droite de budget AB étant
donnée (au signe prés) par le rapport des prix, qui est indépendant des quantités de
biens. La droite de budget est obtenue en tracant la perpendiculaire au vecteur-prix P
issue du point Q° qui représente la dotation initiale (cf. fiche 1).

e e e e

qz

R/Pz

R R P R S

P2

151 Rip, q1
Figure 6.1

R R R R e

Le domaine des consommations possibles est donné par tous les points du triangle
OAB. En reéalité, du fait qu'on suppose que tous les échanges entre deux biens se font
au méme taux (donné par leur rapport de prix), le choix ne peut porter que sur un
panier qui se trouve sur le segment de droite AB.

g{&zﬁs%k@%%&éﬁ%ﬁﬁ
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| Le choix du

-4 consommateur en
concurrence parfaite:
le cas usuel

La concurrence parfaite suppose que chaque agent prend sa décision {fait son choix) sur
la base de prix donnés, en pensant que ceux-ci ne sont pas influencés par sa décision (il
agit en « preneur de prix» — cf. fiche 6).

Avec ces hypothéses le consommateur choisit le panier de biens Q = (gy,..., g,) qui maxi-
mise son utilité U{qy,..., g,) tout en vérifiant sa contrainte budgétaire :

Piqy + ... + P4q, = R,
pour des prix py, ... , p, et un revenu R donnés.

Le contenu du panier choisi dépend, entre autres, de la forme de la relation de préféren-
ce du consommateur, et donc de celle de sa fonction d'utilité U(). Dans cette fiche, on
résout le cas le plus simple du point de vue du traitement mathématique (le «cas usuel»),
celui ol les courbes d'indifference du consommateur sont «de type hyperbolique»
(cf. fiche 2). On va supposer qu’il n'y a que deux biens, ce qui n'est pas trés restrictif, le
raisonnement étant le méme avec n biens (on considére alors tous les couples possibles
de biens).

EE Le choix du consommateur dans le cas usuel

Ce choix — qui se traduit par une demande de biens de sa part — peut étre déterminé de
trois facons différentes : par une étude graphique, par le raisonnement, par le calcul.

A. Le choix du consommateur par I'étude graphique
Cette étude est faite dans la figure 7.1, ot il apparait que le panier choisi Q* = {q,*, 5%

est sur la courbe d'indifférence «la plus haute » tout en ayant au moins un point commun
avec la droite de budget. Comme les courbes d'indifférence sont convexes, le panier
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demandé Q* est unique ; comme elles sont asymptotes aux axes, ce panier se trouve «a
I'intérieur » du segment AB {et non dans les «coins» A ou B).

2

Figure 7.1

Ce qui caractérise le panier Q¥, outre le fait qu'il se trouve sur la droite de budget AB,
c'est que la courbe d'indifférence et la droite de budget y sont tangentes. Or la pente de
la tangente en un point & une courbe d’indifférence est, par définition et au signe prés, le
taux marginal de substitution (TMS) des deux biens au point considéré (cf. fiche 2), tan-
dis que la pente de la droite de budget est donnée par le rapport des prix des deux biens.
Par conséquent, ce qu'indique la figure 7.1, c’est que le consommateur choisit, parmi les
paniers de biens qui vérifient sa contrainte budgétaire, celui qui égalise le TMS entre les
deux biens au rapport de leurs prix.

B. Le choix du consommateur par le raisonnement
économique direct

On part de la constatation suivante : le consommateur a intérét & faire des échanges — et
donc d’augmenter sa satisfaction - tant que son taux d’échange « subjectif » (donné par son
TMS) est différent du taux d’échange «objectif », indépendant de lui, donné par le rapport
des prix. Par conséquent, le panier demande Q* = (q,*, q,¥), celui qui maximise sa satis-
faction, doit étre tel qu'il épuise les possibilités d’échanges avantageux pour lui ; autrement
dit, il doit étre tel qu'il égalise son taux marginal de substitution au rapport des prix.
Condition qui s’écrit, plus précisément ;

p
TMSg/l(ql*, q:z*) = phl

2
A cette condition s'ajoute la contrainte budgétaire :

P1a1*+ pege* = R.

La solution — unique, dans le cas usuel - du systéme formé par ces deux équations, dont

les inconnues sont ¢,* et g,*, donne le choix du consommateur (ses demandes des biens
let?2).
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C. Le choix du consommateur par le calcul

On peut procéder de deux fagons.

« La méthode directe : on constate qu'on peut mettre la contrainte budgétaire sous la
forme : g, = (R — p1a,)/ps, ce qui permet de l'incorporer dans la fonction d'utilité et donc
de chercher le maximum de la fonction f{-) d’une seule variable (et sans contrainte), défi-
nie par:

R-pgq
flg) = Ulgy, ——).
b,
Si (g,*, g,*) maximise l'utilité — sous la contrainte budgétaire - alors il faut que:
flg*) = 0.
Mais comme on a, par dérivation en chaine (cf. fiche 26):
R-pga R-pa, p
"gy) = U (q;, ———) + U ,__#__1,
flaq) ql(Q]_ P, ) qz(Q1 P, X pz)

la condition f{g,*) = O s'écrit, sachant que g,* = (R - p,a,*)/p;:

’ * * 4 % ® P
Uy laraz) + Ug far 206 ;5:-) =0.

D’Ol:l, si Ut;z(qlﬁ’qz*) #0: )
Uplara2) Py
U, fara) P
Or, comme U;l(ql*,qz*) / U;z(ql*,qz*) = TMS; 1{q,",92") (cf. fiche 3), on retrouve la condi-

tion d’égalité entre le taux marginal de substitution et le rapport des prix qui caractérise
le choix du consommateur dans le cas usuel.

* Le recours au lagrangien (cf. fiche 26): le lagrangien L(:) du programme du
consommateur est ici défini par I'égalité :

Lig1,q9,) = Ulgy,99) + MR - p1g1 — P292),
ol A est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte budgeétaire.

Le choix du consommateur (g;*, qo*) doit vérifier la condition du premier ordre :
{ Lal(ql*:qZ*) = 0
Ly la,%,92%) = 0
D'ou, vu la forme de L():
{ U, (@1%,g2") ~Ap1 = 0
U, fa1%.a2%) - Apy = O
En éliminant A, on retrouve la condition :
Us la1",92") _n
U:;Z(ql*,%*) P,
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~=3 Remarque

Le graphe de I'ensemble des paniers de biens qui vérifient la condition d’optima-
lité, quel que soit le revenu, est appelé courbe d’Engel, ou sentier d’expansion.

APPLICATIONS

1. On considére la relation de préférence représentée par la fonction d’utilite Ui) -
«de Cobb-Douglas» — définie par :

Ula;,99) = q;* q5* avec a> 0, B> 0.

Les courbes d'indifférence, pour cette fonction d'utilité, étant de type hyperbo-
lique {cf. fiche 3), on est dans le cas usuel. Comme : U (91,92) = aq,*1 g.f et
U;.(a1,.95) = Bq;* g,P1, et comme le taux marginal de substitution est donné par
le fapport de ces expressions, il s’ensuit que :

agy

TMSQ/1(QLQ2) = E .

La condition d’optimalité s’écrit donc, dans le cas présent :
gz P

Ba, D2

A cefte condition s'ajoute la contrainte budgétaire :

P191 + pP2az = R.
On est en présence d’un systéme de deux équations a deux inconnues (g et gy},
dont on note la solution g,* et g,*. De la premiére, on tire :

Bp1 .

qy" =— q; -
12725

Le sentier d’expansion est donc une droite issue de I'origine et de pente
Bp1/ap,. En remplagant dans la contrainte budgétaire, il vient :

B
1+ —)=R,
p1ay(1 + a)

et donc:

oR BR

*

- etgy= —
pla+ B " pla+

C’est le choix du consommateur, sa demande des biens 1 et 2. On notera que la
demande de chacun des biens ne dépend que de son seul prix : c’est la une parti-
cularité des fonctions d'utilitée de Cobb-Douglas.

2. On considére la relation de préféerence représentée par la fonction d'utilité U(:)
{dite additivement séparable) définie par I'égalité:

Ulg1,q2) = a X ;% + b X g5b,

ol ¢ et  sont tous deux strictement compris entre 0 et 1, a et b étant strictement
positifs.
On n’est pas tout a fait dans le cas usuel, puisque les courbes d’indifférence (stric-
tement convexes) ne sont pas asymptotes aux axes (cf. fiche 3, application 2).
Néanmoins, comme le taux marginal de substitution décroit de +o & 0 le long de
ces courbes (cf. fiche 3), la condition d’égalisation du TMS au rapport de prix s’ap-

a;"
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g plique sans restriction,comme dans le cas usuel. Le choix du consommateur {(g,",
w q,"} vérifie donc les deux équations :

p
ot TMS,(ar*,a2%) = —
P2
R.

P1a1*+ p2ag*=
La figure 7.2 donne un exemple de ce choix.

2

Figure 7.2

Les notations étant relativement lourdes dans le cas général, on va faire les calculs
dans le cas oti: Ulgy,qo) = 2+/q; + V/g2. Le choix du consommateur (q*, g2*)
est donc tel que:

T s R T L B

2 '\/q_z* 1451
Vay* 22

D’ou:
1251
qs" = (—)2‘3}1*
2 2p,

(le sentier d’expansion est donc une droite passant par l'origine et de pente
(p1/2p,)?). Si on remplace dans la contrainte budgétaire piq, + p2qs = R, on
obtient la demande du bien 1:

a1* = 4p.R/p1lp1 + 4p9),
puis celle du bien 2 :

%
.
%
.
EH
:

as* = p1R/palpy + 4py).

I Une condition du secohd ordre

La condition : taux marginal de substitution = rapport des prix, est une condition du pre-
mier ordre (elle porte sur des dérivées premiéres). Dans le cas usuel, elle est suffisante —
d’ou l'importance donnée & ce cas —, comme le montre I'étude graphique. Si on veut
compléter celleci par le calcul, alors on construit la matrice hessienne bordée du pro-
gramme du consommateur :
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U; ) )P
HO=| U0 UL pl

Y P2 0
Pour que Q* soit un maximum (local) de I'utilité¢ sous contrainte, il suffit que le détermi-
nant de H"{(Q*) soit strictement positif. Scit, si on suppose que U"(-} est de classe C2 (ce
qui implique que U;’lqz(Q*) = ngql(Q*)) Si:

P1poA-Ug AQ) + 2U7 (@) - Uy AQ7) > 0.

Dans le cas ou les utilités marginales sont strictement décroissantes {donc ot U”4() < 0, i
= 1,2), il suffit que I'on ait U q,l) > 0 pour que cette condition soit vérifiée, et donc pour
que Q* soit une solution du programme du consommateur.
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Le choix du
consommateur : solutions
en coin et conditions de
Kuhn et Tucker

Dans la fiche précédente, le choix du consommateur a été déterminé dans le cas usuel
(courbes d'indifférence de type hyperbolique), ou il suffit d’appliquer la régle d'égalité
entre taux marginaux de substitution et rapports de prix. En dehors de ce cas, [utilisation
de cette régle peut étre inadéquate {elle ne caractérise pas le panier optimal). Il peut ainsi
arriver que, si les courbes d'indifférence ne sont pas asymptotes aux axes, la demande du
consommateur de un (ou de plusieurs) bien(s) soit nulle ; si tel est le cas, on dit qu'on est
en présence d’une «solution en coin» (elle se trouve en un point ot une courbe d'indiffe-
rence coupe un des axes).

L’étude des cas non usuels doit notamment prendre en compte le fait que le choix du
consommateur porte sur des paniers de biens dont les élements ne peuvent étre négatifs.
Cette étude peut étre faite graphiquement (s'il n’y a que deux biens) ou par le calcul, grace
a la méthode de Kuhn et Tucker, qui généralise celle du lagrangien.

Le traitement du cas général étant particuliérement lourd, on va se limiter a 'étude de
quelques exemples classiques, qui suffisent pour faire comprendre la demarche a suivre.

HE Le cas des fonctions d'utilité linéaires

On considére un ménage dont la relation de préférence peut étre représentée par la fonc-
tion d’utilite U(-} définie par : :

Ulg1,99) = g, + Bgs, avec > 0, > 0.
Ses courbes d'indifférence sont des droites dont la pente, —¢/B, donne, au signe prés, le
taux marginal de substitution :
o
B

Le taux marginal de substitution est donc constant (il est le méme pour tous les paniers
de biens). On remarquera que les ceefficients a et §sont des «indicateurs de satisfaction»
relatifs aux biens 1 et 2: si @ > f§, une unité du bien 1 procure au consommateur une
satisfaction plus grande qu’une unité du bien 2 (quel que soit le panier de biens envisagé),
le contraire arrivant si a < . .

TM52/1 {1,902} =

Fiche 8 - Le choix du consommateur: solutions en coin et conditions de Kuhn et Tucker
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Aux prix affichés p; et p,, la régle d’égalisation du taux marginal de substitution au rap-
port de prix s’écrit :
o P

B p

Or comme «, f, p, et p, sont des nombres donnés (des paramétres du modéle), il n'ya
aucune raison pour que cette égalité soit vérifiée. Pourtant, quelles que soient les valeurs
(strictement positives) prises par ces paramétres, il existe une solution au programme du
consommateur (puisque son choix est limité par sa contrainte budgétaire, et par le fait qu'il
ne peut y avoir des quantités négatives de biens). Comme la régle d’égalité entre le TMS
et le rapport de prix conduit & une impossibilité (sauf dans le cas trés particulier ot a/f =
P1/Py), alors que les courbes d'indifférence sont convexes, la solution ne peut qu'étre « en
coin» — demande nulle d’un des biens —, sauf si a/f = p,/] po. Trois cas sont a envisager,
selon les valeurs prises par les parametres «, f, p; et p,:

* o/B> p,/p,: dans ce cas, le consommateur maximise sa satisfaction en ne demandant
que du bien 1, dont le «rapport satisfaction-prix», a/py, 'emporte sur celui, f/p,, du
bien 2. Le consommateur choisit donc le panier : (R/ P1,0) (point A de la figure (8.1a));

2

0 A
Figure 8.1a

Le sentier d’expansion — courbe décrite par les paniers de biens optimaux lorsque le
revenu varie — est ici confondu avec 'axe des abscisses (quel que soit le revenu, la deman-
de du bien 2 est nulle).

* o/B< p1/py: dans ce cas, le consommateur maximise sa satisfaction en n’achetant que
du bien 2, dont le rapport «satisfaction-prix » I'emporte sur celui du bien 1. Le consom-
mateur choisit donc le panier: (0,R/p,) (point B de la figure (8.1b)).

2

Figure 8.1b
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Le sentier d’expansion est ici confondu avec I'axe des ordonnées (quel que soit le reve-
nu, la demande du bien 1 est nulle).

* 0/B = py/py: comme le rapport «satisfaction-prix» est le méme pour les deux biens,
n'importe quel panier verifiant la contrainte budgétaire du consommateur maximise sa
satisfaction. Le programme du consommateur a une infinité de solutions, de la forme
(6R/p;, (1-6R/p,), avec B¢ [0,1] (points du segment AB dans la figure (8.1c)).
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Figure 8.1c¢

Le sentier d’expansion est en fait ici une surface: c’est 'ensemble des paniers de biens
dont les éléments sont non négatifs (autrement dit, c’est le premier «cadran», ou
«orthant », du plan cartésien).

Il Cas d'une fonction d'utilité quasi lineaire

Soit un consommateur dont les goiits sont représentés par la fonction d'utilité dite quasi
linéaire :
Ulgy,q9) = 2Var + gz.

Le taux marginal de substitution entre les biens 2 et 1 est, en un panier (91,92} quelconque
(mais tel que g, # 0):
1

TMS2/1 (Q1,02) = Tq_:

Quand q; augmente, de 0+ a +oo, ce taux décroit, de +oo vers 0 ; les courbes d’indifférence
associées a U() sont donc strictement convexes. Toutefois, et c’est |a une de leurs spéci-
fités, elles coupent I'axe qui donne les quantités du bien 1 en un point ot le TMS, ; n’est
pas nul. Ainsi, la courbe d’indifférence de niveau k (> 0), dont I'équation est:

2Va, + gz =k,
coupe cet axe au point (k2/4, 0), ot on a: TMS,(k?/4,0) = 1/vk%/ 4 = 2/k. Le long

de la courbe d'indifférence de niveau k, le taux marginal de substitution du bien 2 au bien
1 varie donc entre + et 2/k. La figure 8.2 donne, a titre d’exemple, la courbe d'indif-
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